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Introduzione

Questa tesi e dedicata alla teoria dell’integrazione in una variabile ed al
confronto tra le definizioni di integrale disponibili sul mercato. In particolare,
vogliamo trattare in qualche dettaglio la teoria degli integrali di Riemann e
di Lebesgue, per poi confrontare le due definizioni per capire quali sono i
rispettivi meriti e le rispettive limitazioni.

Il primo capitolo ¢ dedicato all’integrale di Riemann: in questo caso la
definizione e particolarmente semplice e naturale, e I'idea di base assomiglia
molto a quella usata dalla matematica greca per calcolare ’area del cerchio
o del segmento parabolico. Cosi come Archimede approssimava il cerchio,
da dentro e da fuori, con poligoni regolari, Riemann approssima il sottogra-
fico di una funzione, da dentro e da fuori, con unioni di un numero finito di
rettangoli. In questo contesto, introduciamo anche una semplice generalizza-
zione dell’integrale di Riemann: l'integrale di Riemann-Stieltjes. In questo
caso, la misura elementare di un intervallo dell’asse delle ascisse e sostituita
da una diversa misura, costruita a partire da una data funzione monotona:
alcune possibili interpretazioni fisiche di questa generalizzazione sono date
nell’Osservazione 1.18.

Dopo le principali definizioni e qualche proprieta elementare dell’integrale
di Riemann, cerchiamo di trovare qualche classe di funzioni integrabili e
ci occupiamo in particolare dell’integrabilita delle funzioni continue e del
teorema fondamentale del calcolo.

Il secondo capitolo e dedicato alla misura ed all’integrale di Lebesgue: do-
po una costruzione dettagliata della misura di Lebesgue, diamo la definizione
di funzione misurabile ed introduciamo 'integrale ed i principali teoremi di
passaggio al limite. Sottolineamo come, al prezzo di definizioni assai piu
complicate, abbiamo guadagnato pero una maggiore flessibilita nei passaggi
al limite. In particolare, il limite di una successione di funzioni misurabili
e sempre misurabile, mentre una successione di funzioni integrabili secondo
Riemann puo convergere a qualcosa che non lo e.

Nel terzo capitolo facciamo un confronto tra l'integrale di Riemann e di
Lebesgue: mostriamo come una funzione limitata, definita su un intervallo
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limitato ed integrabile secondo Riemann, lo sia anche secondo Lebesgue con
lo stesso integrale. Dimostriamo anche il teorema di Vitali che caratterizza le
funzioni integrabili secondo Riemann: una condizione necessaria e sufficiente
¢ infatti la continuita quasi ovunque della funzione (I'insieme dei punti di
discontinuita deve avere cioe misura di Lebesgue nulla). Mostriamo poi come
le cose non siano piu cosi semplici e pulite quando andiamo a considerare
integrali di Riemann in senso improprio: una funzione di segno qualunque
che sia integrabile in senso improprio (secondo Riemann), pud non essere
integrabile secondo Lebesgue perché gli integrali della parte positiva e della
parte negativa sono entrambi infiniti.

Nel quarto capitolo trattiamo qualche definizione alternativa dell’integrale
di Riemann, che puo essere interessante storicamente e perché la si trova
spesso sui testi scolastici: ci riferiamo in particolare all’integrale di Cauchy,
ed alle somme di Riemann con suddivisioni dell’intervallo di integrazione
in parti uguali. Mostriamo come, sotto precise ipotesi, queste definizioni
conducano tutte allo stesso oggetto.

Infine, nel quinto capitolo diamo qualche brevissimo cenno storico.



Capitolo 1

Definizione ed esistenza
dell’integrale di Riemann

1.1 Definizione: Sia [a,b] un intervallo. Sia P un insieme finito di punti
dell’asse reale, compresi tra a e b, e ordinati nel modo seguente:

P =A{xq,z1,29,23,...,pn_1,%s},

dovea=2g <11 <T9<23<...<xp_1 <z, =0

Questo insieme P si chiama partizione di [a,b] in quanto divide 'inter-
vallo [a, b] in n sottointervalli I’i-esimo dei quali & [z;_1,2;]. Questi sottoin-
tervalli sono chiamati sottointervalli della partizione P. Il numero n dipende
dalla particolare partizione, per cui si scrive n = n(P).

La lunghezza dell’i-esimo sottintervallo di P e

Al’i =T — Tj—1 (Z = ]_, ,n)

A volte la lunghezza del piu grande di questi intervalli, Az;, viene chia-
mata norma della partizione P, e indicata con || P ||= max;<;<, Az;
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Ora supponiamo f sia una funzione limitata reale definita su [a, b].
In corrispondenza ad ogni partizione P di [a,b] poniamo:

M; =sup f(x) (2,01 <z <)
m; =inf f(z) (v, <z <)

UP, f) =) MAx;

dove L(P, f) ¢ la somma inferiore e U(P, f) ¢ la somma superiore di
Riemann relative alla funzione f e alla partizione P.

Le seguenti figure fanno vedere queste somme di Riemann come somme
di aree di rettangoli dotati di segno; cioe ogni area che si trova sotto 1'asse x
viene contata come negativa.
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Scriviamo:

(1)/ f dz = inf U(P, f)

2) / f de = sup L(P.J)

dove l'inf e il sup sono presi tra tutte le partizioni P di [a,b]. I membri
di sinistra di (1) e (2) sono chiamati rispettivamente gli integrali di Riemann
superiore e inferiore su [a, b].

Se i due integrali sono uguali, si dice che f e integrabile secondo Riemann
sull’intervallo [a, b] e si scrive che f € R.

L’insieme R e l'insieme di tutte le funzioni integrabili secondo Riemann.

Il valore comune di (1) e (2) si indica con

/abfd:v
/ab f(z) dx

Questo e l'integrale di Riemann della funzione f sull’intervallo [a, b].
Visto che la funzione f e limitata, esistono due numeri, M e m, tali che

O con

m<flz)<M (a<z<b)

Quindi, per ogni P vale,

m(b—a) < L(P, f) < U(P, f) < M(b— a)

I numeri L(P, f) e U(P, f) formano un insieme limitato.

Cio dimostra che gli integrali superiore e inferiore sono definiti per ogni
funzione limitata f.

Ora invece di studiare la questione dell’integrabilita per l'integrale di
Riemann, consideriamo una situazione piu generale: definiamo l'integrale di
Riemann-Stieltjes.

1.2 Definizione:

Sia v una funzione monotona crescente su [a, b] (Poiché a(a) e a(b) sono
finite, segue che « ¢ limitata su [a, b]).

In corrispondenza a ogni partizione P di [a, b], scriviamo



CAPITOLO 1. DEFINIZIONE ED ESISTENZA DELL’INTEGRALE DI RIEMANN7

Ac; = a(x;) — alz;_q)

Per ogni funzione reale f limitata su [a, b] mettiamo:
(3) U(P, f,«) ZM Aq;

(4) L(P, f,«) Zm Aq;

Si definisce:

b
(5)/ fda=inf U(P, f,«)

b
(6) / fdoa=sup L(P, f,«)

dove l'inf e il sup sono presi ancora tra tutte le partizioni dell’intervallo
[a,b].

Se i membri sinistri di (5) e (6) sono uguali, chiamiamo il loro valore
uguale

oppure con

Questo e chiamato l'integrale di Riemann-Stieltjes della funzione f ri-
spetto ad «, sull’intervallo [a, b].

Se (7) esiste, cioe se (5) e (6) sono uguali, si dice che f ¢ integrabile
rispetto ad « secondo Riemann e si scrive f € R(«).

L’integrale di Riemann si puo vedere come un caso speciale dell’integrale
di Riemann-Stieltjes ponendo «a(z) = z.

Nel caso generale, non € pero necessario che « sia continua.

Facciamo ora qualche osservazione sulle notazioni usate. Di solito si pre-
ferisce usare (7) rispetto ad (8) poiché la lettera x che appare in (8) non
aggiunge nulla a (7). E’ indifferente la lettera che usiamo per rappresentare
la variabile d’integrazione. Si puo scrivere per esempio:

/a b f(y) da(y)
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L’integrale dipende da f, «, a e b; non dalla variabile d’integrazione, che
puo quindi anche essere omessa. Il ruolo giocato dalla variabile d’integrazione
¢ abbastanza simile all’indice usato in una sommatoria.

Scrivere per esempio

e la stessa cosa, poiché ognuno significa ¢; + ¢o + ¢c3 + ... + ¢,.
Studiamo ora l'esistenza dell’integrale. Senza specificarlo ogni volta, f
sara reale e limitata, e @ monotona crescente sull’intervallo [a, b]; e, se non

cl saranno fraintendimenti scriviamo [ al posto di fab per snellire la lettura.

1.3 Definizione:

Si dice che la partizione P* e un raffinamento di P se P* D P. Cioe se
ogni punto di P e punto anche di P*. Siano P; e P, due partizioni. Allora
P* ¢ 1l loro raffinamento comune se P* = P, U Ps.

1.4 Teorema:
Se P* ¢ un raffinamento di P, allora vale

(9) L(P, f, ) < L(P", f, )

(10) U(P*, f,a) < U(P, f, )

Dimostrazione:

Per dimostrare (9), supponiamo inizialmente che P* contenga solo un
punto in piu rispetto a P. Chiamiamo questo punto in piu x*, e supponiamo
che x;_1 < x* < x; con x;_1 e x; due punti consecutivi di P.

Sia:
wy =inf f(z) (2 <z <)

wy = inf f(x) (2" <z <)

Chiaramente w; > m; e wy > m;, dove
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m; = inf f(x) (i1 <z <)
Quindi

L(P*,f,Oé) —L(P,f,Oé) =
= wi[a(z") — a(zi)] + wala(z;) — a(2”)] — my[a(z;) — a(ri1)] =
= (w1 —my)[a(z”) — a(zi1)] + (wo — my)|a(r;) — a(2™)] =0

Se P* contiene k punti piu di P, ripetiamo questo ragionamento k volte,
e si arriva a (9).
In modo analogo ¢ possibile dimostrare (10).

1.5 Teorema:

b b
/ fda < / f da
Dimostrazione:

Sia P* il raffinamento comune di due partizioni P; e P,. Per il teorema
1.4 vale,

L(Pl,f,@) SL(P*7f,Oé> S U(P*,f,(l/) SU(P%faa)
Segue che

(11) L(Py, f,a) S U(Py, f, @)
Se P, ¢ fissato e il sup e preso su tutto Py, (11) da:
(12) [ fda <UP 1.0)

Il teorema segue prendendo 'inf su tutto P, in (12).

1.6 Teorema:
f € R(a) su [a,b] se e solo se Ve > 0, 3P partizione tale che,

(13) U(P, f,a) = L(P, f,a) < €
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Dimostrazione:
VP abbiamo

L(P, f,«) §/fda§7fda§U(P,f,a)

Cosi (13) implica:

Og/fdoz—7fda§a

Quindi, se (13) puo essere soddisfatta V € > 0, si ha,

/fmz7fm
cioe, f € R(«). B

Viceversa, supponiamo [ € R(«), e sia € > 0.
Allora 3P, P, partizioni tali che

u@Uggﬁ@—/jda<g

ﬂ@l/fda—LGhﬁa)<%

Scegliamo P come raffinamento comune di P, e Ps.
Allora per il teorema 1.4, con (14) e (15), si verifica che

mRﬁ@gU@%ﬁﬂ</jﬂa+§<ﬂﬂj@ﬂf§L@j@%ﬁ

cioe (13) vale per questa partizione P.
I teorema 1.6 fornisce un criterio utile per stabilire I'integrabilita. Prima
di applicarlo, alcuni fatti utili:

1.7 Teorema:

(a) Se (13) vale per qualche P e per qualche ¢, allora (13) vale (con lo
stesso €) per ogni raffinamento di P.

(b) Se (13) vale per P = {xg,...,x,} e se s;,t; sono punti arbitrari in
[mi_l,xi], allora

Z|f<5i)_f(ti)|AOéi<5
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(c) Se f € R(«a) e vale (b) allora
n b
| Zf(ti)Aai —/ fdal<e

Dimostrazione:
Il teorema 1.4 implica (a). Sotto I'ipotesi fatta in (b), sia f(s;) che f(t;)
stanno in [m;, M;], cioe:

| f(si) = f(t:) |< M —my

Cosl

Zlf(si)—f(ti)|AO&¢§U(P,f,Oé)—L(P,f,OZ)

che prova (b).
Le ovvie diseguaglianze seguenti dimostrano (c):

L(P,f,()() SZf(tl)Aal < U(P,f,()é)

L(P, f.0) < / f da < U(P, f,a)

1.8 Teorema:
Se f & continua su [a, b] allora f € R(«a) su [a, b].

Dimostrazione:
Sia € > 0. Scelgo n > 0 tale che
[a(b) —a(a)]ln <e

Siccome f e continua su un intervallo chiuso e limitato, ne segue che f e
uniformemente continua su [a, b], e allora 36 > 0 tale che

(16) [ f(x) = f(t) [<n

sex € la,b],t €la,b]e|x—1t]|<d.
Se P ¢ una partizione di [a, b] tale che Ax; < 0 Vi, allora (16) implica
che

(17) M; —m; <n (i—1,...,n)
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e quindi

n

U(P, f,a)— L(P, f,a) = Z(Z\/[Z —m;)Aq; < nZAai =nla(b) —ala)] <e

i=1 =1

Per il teorema 1.6, f € R(«).

1.9 Teorema:
Se f & monotona su [a, b, e se a & continua su [a, b], allora f € R(«a)
(Supponiamo sempre che « sia monotona).

Dimostrazione:
Sia e > 0. Vn > 0, n € Z, scelgo una partizione tale che:
Aw; = alb) — ala) (i=1,..,n)
n
Questo e possibile poiché a e continua.
Supponiamo che sia monotona crescente. Allora:

M; = f(x;), m; = f(z;—1) (i=1,...,n)

cioe

U, f)=L(P ) = " S g ) = A

)

se n ¢ preso abbastanza grande.
Per il teorema 1.6, f € R(«).

1.10 Teorema:

Supponiamo che f sia limitata su [a, b], e che f abbia solo alcuni punti di
discontinuita, in numero finito, sull’intervallo [a, b], e a sia continua in ogni
punto in cui f ¢ discontinua. Allora f € R(«).

Dimostrazione:

Sia ¢ > 0. Mettiamo M = sup | f(z) |, sia E l'insieme dei punti in cui
f e discontinua. Allora se E e finito e @ € continua in ogni punto di F,
possiamo coprire £ con alcuni intervalli disgiunti [u;,v;] C [a,b] tali che la
somma delle corrispondenti differenze o(v;) — a(u;) € minore di €. Ancora,
possiamo disporre questi intervalli in modo che ogni punto di £ N [a, b] vive
all’interno di qualche [u;,v;]. Rimuoviamo i segmenti [u;,v;] da [a,b]. 1l
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rimanente insieme K e compatto. Quindi f € uniformemente continua su K,
e quindi 3§ > 0 tale che | f(s) — f(t) |[<esese K,t€ K,|s—1]<J. Ora
forma una partizione P = {zg, z1, ..., x,} di [a,b]. Segue che ogni u; cade in
P.

Se x;—1 non appartiene a u;, allora Az; <.

Notare che M; —m; < € a meno che z,_; appartenga a u;. Quindi, come
nella dimostrazione del teorema 1.11,

U(P, f,a) — L(P, f,a) < [a(b) — a(a)] + € +2Me

da qui € ¢ arbitraria. Il teorema 1.6 mostra che f € R(«)

Se f e a hanno un punto di discontinuita in comune, allora f non neces-
sariamente appartiene a R(«a); come mostra la seguente

Osservazione:

Sia 3 una funzione definita come segue, 3(z) = 0 se z < 0, f(x) = 1 se
x>0e[(0)= % Sia f una funzione limitata su [—1, 1].

Allora f € R(f) se e solo se f & continua in 0.

Dimostrazione:

[l
-«

O
F%
O 4+
o

Supponiamo che non si abbia lim, o f(z) = f(0). Allora 3¢y > 0, Jy,, —
0 tale che | f(y,) — f(0) |> 0.

Sia {y,, } una sottosuccessione tale che y,, >0 VEk (oppure y,, < 0Vk.

Sia P ={xg=—1<xy <23 <..<axy =1} una partizione.

Se 0 non & un un punto di suddivisione, 31* tale che:

Tir <0 < xyryq.

Allora:

M- —m 2| f(yn) — f(0) [€>0
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con f(yn) € [z, xisi1] € f(0) € [T, w1 1] per n abbastanza grande segue
che:

U(Pafaﬁ)_L<P>faﬁ) > €0

Viceversa, supponiamo che x;+ = 0.

Supponiamo per fissare le idee che y,, > 0

M« —mge >| f(ynr) — f(0) [> €0

per k abbastanza grande segue che:

U(P,f,5) = L(P.f,6) > 50
quindi f ¢ R(B).

1.11 Teorema:
Supponiamo che f € R(«) su [a,b], m < f < M, ¢ ¢ continua su [n, M|,
e h(z) = ¢(f(z)) su [a,b]. Allora h € R(«) su [a,b].

Dimostrazione:

Scegliamo € > 0. Da qui ¢ e uniformemente continua su [m, M], dove
esiste 0 > 0 tale che 6 <ece|p(s) —d(t) [<ese|s—t|<des,ten M.

Quindi f € R(«), ¢’¢ una partizione P = {z,, 1, ...,x,} di [a, b] tale che

U(P,f,Oé)—L(P,f,Oé)<(52

Abbiamo M;, m; che hanno lo stesso significato della definizione 1.1 e
siano M, m! gli analoghi numeri per h.

Divido i numeri 1, ..., n in due classi:

1€ Ase M; —m; <0,1€ Bse M; —m; > 9.
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Per i € A, la nostra scelta di § mostra che M —m; < ¢ Per i € B,
M;—m! <2K,dove K =sup | ¢(t)| m<t< M.
Con (18), abbiamo

0> A < (M; —my)Aa; < 6

i€B i€B
cioe Y . p Aa; < 0.
Ne segue che

i€A i€B
<ela(b) — ala)] + 2KA < e[a(b) — a(a) + 2K]

Siccome ¢ e arbitrario, il teorema 1.6 implica che h € R(«).
Proprieta degli integrali

1.12 Teorema:
(a) Se f1 € R(a) e fo € R(a) su [a,b], allora

fi+ fo € R(a)
cf € R(a), Ve costante, e

/ab(f1+f2)da:/ab fldoz+/ab fo dov
/ab cfda:c/abfda

(b) Se fi(z) < fa(zx) su [a, b], allora

/ab fi(z) dag/ab fo(z) da

(c) Se f € R(a) su [a,b] e se a < ¢ < b, allora f € R(«) su [a,c] e su

lc,b], e
/acfda+/cb fda:/abfda

(d) Se f € R(«) su [a,b] e se | f(z)|< M su [a,b], allora
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[ 7 da 1< Mia@) - a(w)
(e) Se f € R(aq) e f € R(az), allora f € R(a; + az) e

[bfaarwwyzlbf¢n+[ffd%

se f € R(«) e ¢ & una costante positiva, allora f € R(ca) e

fab [ d(ca) = cfab f da.

Dimostrazione:
Se f = fi + f2 e P & una partizione di [a, b], allora abbiamo:

(20) L(Pv fl,Oé)+L(P,f2,Oé) < L(P,f,Oé) < U(P7 f,Oé) < U(P7 fl,Oé)—i-U(P,fg,Oé)

Se fi € R(a) e fo € R(a), siae > 0. C’e allora una partizione P; (j=
1,2) tale che

U(Pj7fj7a) - L(Pj7fj>a) <e€
Questa disequazione vale anche se P, e P, sono sostituiti da un loro
comune raffinamento P.
Allora (20) implica:
U(Pafaa) —L(P,f,Oé) <2
che prova che f € R(a). Con lo stesso P abbiamo:

UP.fa)< [ dake (=12

quindi (20) implica:
/ fda <U(P, f «a) </ fi da+/ foda+ 2¢e

Prendendo ¢ arbitrario, si conclude che:

@U/fmg/ﬁm+/ﬁm

Sostituendo f; e fy con —f; e —f5, la disequazione & invertita.
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Le dimostrazioni delle altre affermazioni del teorema 1.15 sono molto
simili.

1.13 Teorema:

Se f € R(a) e g € R(«a) su [a, b], allora

(a) fg € R(a)

(b) [ fleR(@) el [} [ dal< [} |f] da

Dimostrazione:

Se prendiamo ¢(t) = t2, il teorema 1.11 mostra che f? € R(a) se f €
R(a). L'identita 4fg = (f + g)* — (f — g)? completa la dimostrazione di
(a). Se prendiamo ¢(t) =| t |, il teorema 1.11 fa vedere in modo simile che
| /€ R(a).

Scegliamo ¢ = %1, cosi che

cf fda>0

Allora | [ fdal=c[ fda= [ cfda< [ | [] da

poiche

cf <[ f 1

1.14 Definizione:
La funzione a scalino unitaria I ¢ definita come:

](:C):{o <0

1 >0

1.15 Teorema:
Sea < s <b, felimitata su [a,b], f € continua in s, e a(z) = I(z — s),
allora

/abfdazf(s)

Dimostrazione:

Consideriamo le partizioni P = {xg, z1, %2, 23}, dove xg = a, e 11 = s <
x9 < xg=0b. Allora, U(P, f,a) = My  L(P, f, ) = ma.

Poiché f ¢ continua in s, vediamo che My e my convergono a f(s) quando
Tg — 8.

1.16 Teorema:
Supponiamo che ¢, > 0 pern=1,2,3,.... >
una successione di punti distinti di (a,b), e

o0

1 Cn converga e che s, sia
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(22) a(x) = Z cnl(z — sp)

Sia f continua in [a,b]. Allora

[e.9]

b
(23) / fdo=>"cof(sn)

n=1

Dimostrazione:

Il metodo del confronto mostra che la serie (22) converge Vz. La sua
somma «(z) € evidentemente monotona, e a(a) = 0, a(b) =Y c,.

Sia € > 0, e scegliamo N cosi che:

o0
Z Ch < €

n=N-+1

Mettiamo:

N

ai(z) = cal(x = s,)

o0

as(x) = Z cnl(x — sy)

n=N+1
Con i teoremi 1.12 e 1.15,

b N
(24) / fdoy =3 cuf(s0)

Poiché as(b) — as(a) < ¢,

b
(25) ]/ fday |< Me

dove M =sup | f(z) |. Poiché a = a; + ag, ne segue da (24) e (25) che

N

b
20) | [ fda=Y cuf(s) < Me

i=1

Se N — oo, otteniamo (23).
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1.17 Teorema:
Supponiamo sia « una funzione monotona crescente e o' € R su [a, b]. Sia

f una funzione reale limitata su [a,b]. Allora f € R(«) se e solo se fa/ € R.

In tal caso:
b b
(27) / fda= / f(x) o (x)dx

Dimostrazione:
Sia ¢ > 0, applichiamo il teorema 1.6 a /. C’¢ una partizione P =
{zo, ..., x,} di [a,b] tale che

(28) U(P,o/) — L(P,a') < &

Il teorema del valor medio ci fornisce punti t; € [x;_1, z;] tali che Aa; =
o (t;)Az; per i =1,...,n. Se s; € [x;_1,x;], allora:

(29) Z|a (t:) | Az; < e

con (28) e il teorema 1.7(b).
Mettiamo M = sup | f(x) |. Poiché:

Zf )Aa; = Zf ti) Az,

ne segue da (29) che:

(30) |Zfsonzz Zfsl "(s;))Ax; |< Me

In particolare,

n

Zf YAq; < U(P, f,o/) + Me

per ogni scelta di s; € [x;_1,x;], cosi che:

UP, f,a) <U(P, fa') + Me

Lo stesso ragionamento porta da (30) a

U(P, fo) SU(P, f, o) + Me
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Cosi:

(31) |U(P,f,0./)—U(P,fO/) |§ Me

Ora notiamo che (28) rimane vero se P ¢ sostituito da ogni suo raffina-
mento. Quindi anche (31) rimane vero.
Si conclude che:

a a

con ¢ arbitrario. Quindi:

f fda = 7 f(z) &(2) d

per ogni f limitata. L’uguaglianza dellintegrale inferiore viene da (30)
esattamente nello stesso modo.

1.18 Osservazioni:

I due teoremi precedenti illustrano le generalita e le proprieta del processo
di integrazione di Stieltjes. Se a € una funziona a scala (questo & il nome
dato alle funzioni della forma (22)), 'integrale si riduce a una serie finita o
infinita.

Se a ha una derivata integrabile, I'integrale si riduce al normale integrale
di Riemann. Questo rende possibile studiare in molti casi serie e integrali
contemporaneamente. Per illustrare questo punto, consideriamo un esempio
fisico.

Il momento d’inerzia di un filo rettilineo, di lunghezza unitaria, attorno
ad un asse passante per uno degli estremi, ortogonale al filo,

(*)I:/le2dm

dove m(x) ¢ la massa contenuta in una intervallo [0, z].
Se il filo ha densita continua ¢, cioe, se m/(x) = ¢(x), allora segue che

(%) T = /01 2? () da.

D’altra parte, se il filo si compone di massa m; concentrata nei punti z;,
si ottiene

(xxx) [ = szml
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Cosi (***) contiene (*) e (**) come casi particolari, ma contiene molto
altro; per esempio, il caso in cui m e continuo ma non ovunque derivabile.

1.19 Teorema del cambio di variabile:

Supponiamo ¢ sia una funzione continua strettamente crescente che map-
pa un intervallo [A, B] in (a,b).

Supponiamo « sia monotona crescente su [a,b] ¢ f € R(«a) su [a,b].
Definiamo 3 e g su [a, b] come:

(32) By) = ale(y)  gy) = fle(y))

Allora g € R(f) e:
B b
) [ gds= [ fda
A a
Dimostrazione:

Per ogni partizione P = {xy,...,x,} di [a,b] corrisponde una partizione
Q = {yo, .., yn} di [A, B], cosi che z; = ¢(y;). Tutte le partizioni di [A, B]
sono ottenute in questo modo.

Poiché i valori presi da f su [z;_1, x;] sono esattamente gli stessi di quelli
presi da g su [y;_1,y;], vediamo che:

(34) U(Q,9,8) = U(P, f,a)

L(Q?g?/8>:L(P7f7a)
Poiché f € R(a), P puo essere scelto cosi che entrambi U(P, f,«a) e
L(P, f,a) sono chiusi a | da. Quindi (34), insieme al teorema 1.6, ci

mostra che g € R(f) e che vale (33).
Cio completa la dimostrazione.

Osservazione: Notiamo il seguente caso speciale:
Prendiamo a(z) = x. Allora f = ¢. Assumiamo che ¢’ € R su [A, B].
Se il teorema 1.17 & applicato a entrambe le parti di (33), otteniamo:

(35) / f(x) d = / () (4)dy
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INTEGRAZIONE E DIFFERENZIAZIONE:

Mostriamo come integrazione e differenziazione, sono, in un certo senso,
due operazioni inverse.

1.20 Teorema:
Sia f € R su [a,b]. Per a < < b, poniamo:

F(z) = / £(¢) dt

Allora F' & continua su [a, b]; ancora, se f & continua in g € [a, b], allora
F' ¢ derivabile in zg, e

F/(ilfo) = f(wo)

Dimostrazione:

Poiché f € R, f e limitata.
Supponiamo | f(t) |[< M, per a <t <b.
Sea<z<y<b, allora:

rF@r—FmH:y/yﬂwﬁtsM@—m>

per i teoremi 1.12 (c) e (d).
Dato € > 0, si vede che:

| Fy) = Fz) [< e

Cio mostra che | y —z [< 7.
Questo prova la continuita di F.
Ora supponiamo f continua in zy. Dato € > 0, scelto > 0 tale che:

| f(t) = flzo) |< &

se|t—xp|<d,ea<t<b.
Quindi, se xg —d < s<axg<t<zg+dea<s<t<b,
abbiamo, col teorema 1.12(d),

F(t) — F(s) 1

| PR _f(%)':’t—s

Segue che F'(xg) = f(xo).

[ 1@ = seo) du <
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1.21 Il teorema fondamentale del calcolo
Se f € R su [a,b] e se ¢’® una funzione derivabile F' su [a,b] tale che

= f, allora
b
| )iz =F®) - Pla)
Dimostrazione:
Sia ¢ > 0. Scelgo una partizione P = {xo,...,z,} di [a,b] tale che

U(P, f) — L(P, f) < «.

Il teorema del valor medio fornisce punti ¢; € [z;_1, x;] tale che

Cosi:

Zf )Az = F(b) - Fla)

Ora segue dal teorema 1.7(c) che

| F(b / f(z) dx |< ¢
Percio vale Ve > 0, la dimostrazione e quindi completa.

Osservazione: Osserviamo che se f e continua, l'esistenza di una fun-
zione derivabile F' con F' = f & assicurata dal teorema 1.20.

1.22 Teorema (integrazione per parti):
Supponiamo F' e G siano due funzioni derivabili su [a,b], F' = f € R, e

G' =g € R. Allora

Dimostrazione:
Mettiamo H(z) = F(xz)G(x) e applico il teorema 1.21 ad H e alla sua
derivata. Notiamo che H' € R, per il teorema 1.13.



Capitolo 2

La teoria di Lebesgue

Lo scopo di questo secondo capitolo € quello di presentare i concetti fonda-
mentali della teoria di Lebesgue della misura e dell’integrazione, per veder-
ne i vantaggi e anche al fine di fare un confronto, nel terzo capitolo, con
I'integrazione secondo Riemann.

Se A e B sono due insiemi, scriviamo A — B per identificare I'insieme di
tutti gli elementi x tali che x € A,z ¢ B. La notazione A— B non implica che
B C A. Denotiamo l'insieme vuoto con (). Si dice che A e B sono disgiunti
se ANB=10.

2.1 Definizione:
Una famiglia R di insiemi e chiamata un’algebra se A € R e B € R
implica:

(1) AuUBeR A—BeR

Poiché AN B = A— (A — B), abbiamo anche che ANB € R, se R ¢
un’algebra.
Un’algebra R e chiamata o-algebra se:

(2) OAnER

ogni volta che A, € R(n=1,2,...)
Poiché (2, A, = A1 — U, —, (41 — A,,), abbiamo anche che

ﬁ A, eR
n=1

24
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se R e una o-algebra.

2.2 Definizione:

Si dice che ¢ € una funzione di insieme definita su R se ¢ assegna per
ogni A € R un numero ¢(A) del sistema dei numeri reali esteso. ¢ ¢ additiva
se AN B = () ed implica:

(3) ¢(AU B) = ¢(A) + 6(B)

e ¢ ¢ numerabilmente additiva se 4;NA; =0 (i # j)
implica:

) o(l 40 = 3 6(A)

Supponiamo che I'immagine di ¢ non contenga sia 400 che —oo, in modo
che la parte destra di (3) non perda di significato. E’ interessante notare che
la parte sinistra di (4) ¢ indipendente dall’ordine in cui, gli A,, sono scritti.
Quindi il teorema di riarrangiamento mostra che la parte destra di (4) deve
convergere assolutamente se converge; se non converge, le somme parziali
tendono a 400, 0 a —o0.

Se ¢ ¢ additiva, le proprieta seguenti sono verificabili facilmente:

(5) ¢(@) =0

(6) 6(A1 U .U A,) = 6(A) + . + 6(4,)
se A;NA; =0 per ogni i # j.

(7) p(A1U Ag) + (A1 N Ag) = (A1) + ¢(A2).
Se poi ¢(A) >0 VA, e A; C As, allora

(8) ¢(A1) < 9(A2)

A causa di (8), le funzioni di insieme additive non negative sono spesso
chiamate monotone.

(9) ¢(A = B) = ¢(A) — 6(B)
se BC A el (¢B) |< +o0
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2.3 Teorema:

Supponiamo che ¢ sia numerabilmente additiva su un’algebra R. Suppo-
niamo A, € R (n=1,2,3,...), A CA, CA3C ..., AeR, e

A= G A,
n=1

Allora, se n — oo,

¢(An) — o(A)

Dimostrazione:
Mettiamo B; = Aq, e

Bn:An_Anfl (n:2,3,)

Allora B, N B; = 0 per @ # j,
A,=BU..UB, e A=U2,B,. Quindi:

O(A,) = Z ¢(B;)

COSTRUZIONE DELLA MISURA DI LEBESGUE

2.4 Definizione:
Sia RY lo spazio euclideo P-dimensionale. Con un intervallo in RY
intendiamo 'insieme di punti x = {xy,...,xp} tale che:

dove qualcuno (o tutti) i segni < puo eventualmente essere sostituito con
<.

La possibilita che a; = b; per ogni valore di 7 non ¢ esclusa; in particolare,
I'insieme vuoto ¢ incluso fra gli intervalli.

Se A e 'unione di un numero finito di intervalli, A ¢ detto un insieme
elementare.

Se I e un intervallo, definiamo:
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P
i=1
non importa se l'equaglianza ¢ inclusa o esclusa in una delle disequazioni
(10).
Se A =1, U..UlI,, e se questi intervalli sono a due a due disgiunti,
poniamo:

(11) m(A) = m(LL) + ... +m(I,)

Denotiamo & la famiglia di tutti i sottoinsiemi elementari di R”. A questo
punto, si possono verificare le seguenti proprieta:

(12) € ¢ un’algebra, ma non una o-algebra.

(13) Se A € &, allora A & unione di un numero finito di intervalli disgiunti.

(14) Se A € €, m(A) ¢ ben definito da (11); cioe, se due differenti scom-
posizioni di A in intervalli disgiunti sono usate, ciascuna definisce lo stesso
valore di m(A).

(15) m ¢ additiva su &.

Notare che se p = 1, 2, 3 allora m coincida rispettivamente con lunghezza,
area e volume.

2.5 Definizione:

Un funzione di insieme additiva non negativa ¢ definita su £ e detta
regolare se per ogni A € £ e Ve > 0 esistono insiemi F' € £, G € £ tali che
F' ¢ chiuso, G ¢ aperto, F C AC G, e

(16) ¢(G) —e < ¢(A) < ¢(F) +¢

2.6 Esempi:

(a) La funzione di insieme m ¢ regolare. Se A ¢ un intervallo, ¢ ovvio che i
requisiti della definizione 2.5 sono soddisfatti. Il caso generale segue da (13).

(b) Prendiamo RY = R!. Sia o una funzione crescente monotona, definita
per tutti i numeri reali x.

Mettiamo:

p(la, b)) = a(b—) — afa-)
p(la, b)) = a(b+) — afa—)

p((a; b)) = a(b+) — alat)
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u((a, b)) = a(b—) — afa+)

dove [a,b) ¢ I'insieme a < x < b, ecc.

A causa della possibile discontinuita di «, questi casi devono essere di-
stinti.

Se p & definita per insiemi elementari come in (11), p & regolare su €. La
dimostrazione ¢ simile a quella di (a).

Il nostro prossimo obiettivo € dimostrare che ogni funzione di insieme
regolare su £ puo essere estesa a una funzione di insieme numerabilmente
additiva su una o-algebra che contiene £.

2.7 Definizione:
Sia p additiva, regolare, non negativa e finita su £. Consideriamo i
ricoprimenti numerabili di ogni insieme E C RF con aperti elementari A,,:

Ec A,
n=1
Definiamo:
(17) p*(E) = inf > p(Ay)
n=1

dove l'inf e fatto su tutti i ricoprimenti numerabili di E con insiemi
elementari aperti.

w*(E) e chiamata la misura esterna di E, corrispondente a p.
E’ chiaro che p*(E) > 0, VE e che:

(18) p*(Er) < p*(E2)
se B C Es.

2.8 Teorema:

(a) VA € &, p(A) = pu(A)

(b) Se B = X", B, allora: (19)(E) < Y50, 1 (Ey)

Notare che (a) afferma che p* & un estensione di pu da £ alla famiglia di
tutti i sottoinsiemi di RY.

La proprieta (19) ¢ chiamata subaddittivita.
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Dimostrazione:

Scelgo AeEecec>0.

La regolarita di p mostra che A ¢ contenuto in un aperto elementare G
tale che u(G) < p(A) +e. Percio p*(A) < u(G) e siccome € era arbitrario,
abbiamo:

(20) p*(A) < pu(A)

La definizione di p* mostra che c¢’e una successione { A, } di insiemi aperti
elementari la cui unione contiene A, tale che:

D (A < p(A) +e

La regolarita di g mostra che A contiene un insieme elementare chiuso F’
tale che u(F) > u(A) — €; e siccome F' & compatto, abbiamo:

FCAU...UAyN

per un certo N. Quindi:

1(A) < p(F)+e < p(A U...UAy) + Z W) e < pi(A) + 2

In congiunzione con (20), questo prova (a). Ora, supponiamo F = UE,,
e assumiamo che p*(F,) < 400, Vn. Data ¢ > 0, ricoprimenti {A,x}, k =
1,2,3,..., di E, con insiemi elementari aperti tali che:

M8

(21) > p(Ank) S p(E,) +27"%

e
Il

1

Allora:

D uAw) <Y i (Ey) + €

1 k=1 n=1

Mg

S
Il

e (19) segue.
Nel caso escluso, cioe quando p*(E,) = 400 per un certo n, (19) & ovvia.
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2.9 Definizione:
Per certi A C RY, B C R, definiamo:

(22) S(A,B) = (A — B)U (B — A)

(23) d(A7 B) = M*(S(Aa B))

Scriviamo A, — A se:

lim d(A, A,) =0

n—oo

Se c’¢ una successione {A,} di insiemi elementari tale che A4, — A, si
dice che A ¢ finitamente p-misurabile e si scrive A € Mp(p).

Se A & I'unione di una collezione numerabile di insiemi finitamente u-
misurabili, si dice che A & p-misurabile e si scrive A € M(u).

S(A, B) ¢ la cosiddetta differenza simmetrica di A e B. Vedremo che
d(A, B) e essenzialmente una funzione distanza.

Il seguente teorema ci permettera di ottenere I’estensione desiderata di .

2.10 Teorema:

M(u) & una o-algebra, e u* & numerabilmente additiva su M (u).

Prima che andiamo alla dimostrazione di questo teorema, vediamo in
dettaglio alcune delle proprieta di S(A, B) e di d(A, B).

Abbiamo:

(24) S(A,B) = S(B,A)  S(A,A) =0
(25) S(A, B) € S(A,C)U S(C, B)

S(A; U Ay, By U By)
(26) S(Al N Ay, BN BQ) C S(Al, Bl) U S(AQ, Bg)
S(Ay — Ay, By — By)

(24) ¢ ovvia, e (25) segue da:
(A-B)C(A-C)u(C—B)

(B—A)c (C—A)U(B-0)

La prima formula di (26) ¢ ottenuta da:

(A) U Ay) — (B U By) C (A) — By) U (Ay — By)
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Ora, scrivendo EY, complementare di E, abbiamo:

S(A1NAy, BiNBy) = S(ASUAS, BCUBY) c S(AY, BY)US(AS, BY) = S(Ay, B1)US(Ay, B)
e I'ultima formula di (26) si ottiene se si nota che:

Ay — Ay = A NAY
Con (23), (19) e (18), le proprieta appena viste di S(A, B) implicano:

(27) d(A, B) = d(B, A)  d(A,A) =0
(28) d(A, B) < d(A,C) + d(C, B)

d(A; U As, B1 U By)
(29) d(A1N Ay, BiNBy) p <d(Ay, By)+ d(As, Bs)
d(Ay — Ag, By — By)
Le relazioni (27) e (28) mostrano che d(A, B) soddisfa i requisiti della

definizione di distanza, eccetto che d(A, B) = 0 non implica A = B. Per
esempio, se i = m, A € numerabile, B ¢ vuoto, abbiamo:

d(A,B) = m*(A) =0

per vedere questo, si ricopre I'n-esimo punto di A con un intervallo I,
cosi che:

m(l,) <2 "e

Ma se si definiscono due insiemi A e B equivalenti, quando:

d(A,B) =0

dividiamo i sottoinsiemi di R in classi di equivalenza e d(A, B) rende
I'insieme di queste classi di equivalenza uno spazio metrico.

Mp(p) € visto quindi come la chiusura di € rispetto alla topologia indotta
da d.

Questa interpretazione non e essenziale per la dimostrazione, ma spiega
I'idea di fondo.

Abbiamo quindi bisogno di una nuova proprieta di d(A, B), vale a dire:

(30) | p*(A) — p*(B) |< d(A, B)
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se almeno uno tra p*(A), u*(B) e finito.
Supponiamo 0 < p*(B) < p*(A)
allora (28) mostra che:

d(A,0) <d(A,B) +d(B,0)

cioe,

w'(A) < d(A, B) + ' (B)

Percio p*(B) ¢ finito e segue che:
p(A) = p*(B) < d(A, B)

Dimostrazione del teorema 2.10

Supponiamo che A € Mp(u), B € Mp(p). Scegliamo {A,}, {B,}, cosi
che A, €&,B,€& A, — A B, — B.

Allora (29) e (30) mostrano che:

(31) A,UB, — AUB
(32) A,NnB, — ANB
(33) A, — B, — A— B

(34) " (An) — p*(A)
e u*(A) < +oo, percio d(A,,A) — 0. Con (31) e (33), Mp(u) &

un’algebra.

Con (7),

1(An) + 1(Br) = p(An U By) + pu(An N By)

Con n — o0, otteniamo, con (34) e con il teorema 2.8(a),

p(A) +p(B) = W' (AU B) + p* (AN B)

se AN B =10, allora u*(AN B) = 0.

Segue che p* & additiva su Mp(pu).

Ora sia A € M(u). Allora A pud essere rappresentata come 1'unione di
una famiglia numerabile di insiemi disgiunti di Mg(pu).

Se A=UA] con Al € Mp(u), scriviamo A; = A}, e
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A, =(AlU...UA)— (A U...UA, ) n=23,4,..
Allora:

(35) A = G A,

n=1

¢ la rappresentazione richiesta. Con (19):

(36) p'(4) < > p(A,)

D’altra parte, A D A; U ... U A,; e con laddittivita di p* su Mp(u)
otteniamo:

(37) w(A) > p (AU . UA,) = p (A) + ... + 1" (A)
Le equazioni (36) e (37) implicano:

(38) 1 (A) = 3 p*(A,)

Supponiamo p*(A) finito. Poniamo B,, = A;U...UA,,. Allora (38) mostra
che:

d(A, By) = p*( U A;) = Z p(4;) — 0
i=nt1 i=n+1

per n — oo. Quindi B, — A; ed essendo B,, € Mpg(u), & facile vedere
che A € M(u) e u*(A) < 4o00. E’ chiaro che p* ¢ numerabilmente additiva
su M(p).

Percio se A = UA,,, dove {A,} ¢ una successione di insiemi disgiunti di
M (), abbiamo dimostrato che (38) vale se p*(A,) < 400 Vn, e nell’altro
caso (38) e ovvia.

Concludendo, abbiamo dimostrato che M(u) & una o-algebra.

Se A, € M(u), n=1,2,3, ..., & chiaro che UA, € M(pu).

Supponiamo A € M(u), B € M(p), e:

T
n=1 n=1

dove A, B, € Mp(n). Allora I'identita:
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i=1

mostra che A, N B € M(u); e poiché:

(A, N B) < p*(An) < 400
A,NB e Mp(p). Quindi A, — B € Mp(u), e A— B € M(u) poiché:

A—B:G(AR—B)

Ora sostituiamo p*(A) con u(A) se A € M(u).

Cosi p, originariamente definita solo su &, € estesa alle funzioni di insieme
numerabilmente addittive sulla o-algebra M (u). Questa funzione di insieme
estesa ¢ chiamata misura. Il caso speciale 4 = m e chiamata la misura di
Lebesgue su R”.

Osservazioni:

(a) Se A ¢ aperto, allora A € M(u). Infatti ogni insieme aperto di R” ¢
I'unione di una collezione numerabile di intervalli aperti. Per vedere questo,
basta costruire una base numerabile i cui membri sono intervalli aperti.

Prendendo i complementari, segue che ogni insieme chiuso ¢ in M (pu).

(b) Se A € M(u) e e > 0, allora esistono due insiemi F' e G tali che
F C AC (@, dove F e chiuso, G e aperto, e

(39) u(G - A) <e, WA —F) <e.

La prima disequazione vale poiché p* era definita con ricoprimenti per
insiemi elementari aperti. La seconda disequazione allora segue prendendo i
complementari.

(c) Definiamo la o-algebra di Borel B come la piu piccola o-algebra che
contiene tutti gli insiemi aperti. Per l'osservazione (a), E € M(u) se E € B.

(d) Se A € M(pu), esistono insiemi di Borel ' e G taliche FF C A C G, e:

(40) j1(G = A) = p(A = G) = 0.

Questo segue da (b) se prendiamo € = % en — oo.

Siccome A = F U (A — F), vediamo che ogni A € M(u) € unione di un
insieme di Borel e un insieme di misura 0.

Gli insiemi di Borel sono p-misurabili Vu. Ma gli insiemi di misura 0
(cioe, gli insiemi E per cui p*(E) = 0 possono essere differenti per diversi p.
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(e) Y, gli insiemi di misura 0 formano una o-algebra.

(f) Nel caso della misura di Lebesgue, ogn insieme numerabile ha misura
0. Ma ci sono insiemi non numerabili (infatti, perfetti) di misura 0.

L’insieme di Cantor puo essere preso come esempio.

SPAZI DI MISURA:

2.12 Definizione:

Supponiamo X sia un insieme, non necessariamente un sottoinsieme di
uno spazio euclideo, o di qualsiasi spazio metrico. X e detto uno spazio di
misura se esiste una o-algebra di M di sottoinsiemi di X (che sono chiamati
insiemi misurabili) e una funzione di insieme numerabilmente additiva non
negativa u (che ¢ detta una misura), definita su M.

Se, in aggiunta, X € M, allora X e detto uno spazio misurabile.

Per esempio, possiamo prendere X = RP, M la collezione di tutti i
sottoinsiemi misurabili secondo Lebesgue di RF, e p misura di Lebesgue.

Oppure, sia X l'insieme degli interi positivi, M la collezione di tutti i
sottoinsiemi di X, e pu(E) il numero degli elementi di E.

Un altro esempio e fornito dalla teoria della probabilita, dove gli eventi
possono essere considerati insiemi, e la probabilita dell’occorrenza degli eventi
¢ una funzione di insieme additiva (o numerabilmente additiva).

Nella prossima sezione tratteremo sempre con spazi misurabili. E’ conve-
niente introdurre la notazione:

(41) {= | P}

per I'insieme di tutti gli elementi x che hanno la proprieta P.
FUNZIONI MISURABILI

2.13 Definizione:

Sia f una funzione definita sullo spazio misurabile X, con valori nel
sistema dei numeri reali esteso.

La funzione f ¢ detta misurabile se l'insieme:

(42) {z | f(z) > a}
¢ misurabile Va € R.

2.14 Esempio:
Se X = R e M = M(u) come definito della definizione 2.9, ogni f
continua ¢ misurabile, poiché allora (42) ¢ un insieme aperto.
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2.15 Teorema:

Ognuna delle seguenti quattro condizioni implica le altre tre:
(43){z | f(z) > a} & misurabile Ya € R

(44){x | f(z) > a} & misurabile Va € R

(45){z | f(z) < a} ¢ misurabile Va € R

(46){z | f(z) < a} & misurabile Va € R

Dimostrazione:

Le relazioni:

{z ] flz) > a} =2 {z | fx) >a— 1}

{z| f(2) <a} =X —A{z]| f(x) = a}

{z| flx) <a} =l {z | fla) <a+;}

{o]|f(@) >a} =X —{z]| f(z) <a}

mostrano successivamente che (43) implica (44); (44) implica (45); (45)
implica (46) e (46) implica (43). Quindi qualsiasi di queste condizioni puo
essere usata al posto di (42) per definire la misurabilita.

2.16 Teorema:
Se f & misurabile, allora | f | & misurabile.

Dimostrazione:
{ztc | flx)|<a} ={ztef(xr)<a}n{ztcf(x)>—a}

2.17 Teorema:
Sia {f,} una successione di funzioni misurabili. Per z € X, poniamo:

g(x) =sup f(x) (n=1,2,3,...)

h(z) = lim sup fn(2)

Allora g e h sono misurabili.
Lo stesso ¢ ovviamente vero per I'inf e il lim inf.

Dimostrazione:
{x|g(x)>a} = | J{z | falz) > a}

h(z) = inf g,,(x)
dove g, (z) = sup f.(z) (n>m)
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Corollari:
(a) Se f e g sono misurabili, allora max(f, g) e min(f, g) sono misurabili.

Se:
(A7) f* = max(f,0) S~ = —min(f,0)
ne segue, in particolare, che f* e f~ sono misurabili.

(b) Il limite di una successione convergente di funzioni misurabili & misu-
rabile.

La (a) segue dal fatto che se f e g sono funzioni misurabili, allora max f, g

e min( f, g) sono misurabili nel loro dominio perche max{ f, g} = sup{f,9,9,9,9,...}.

Basta poi prendere g = 0.

2.18 Teorema:
Siano f, g funzioni misurabili a valori reali definite su X, sia F' reale e
continua su R?, e poniamo:

h(z) = F(f(z),9(x))  (z€X)
Allora h e misurabile.
In particolare, f + g e fg sono misurabili.

Dimostrazione:

Sia Gy = {(u,v) | F(u,v) > a}

Allora G, & un sottoinsieme aperto di R?, e possiamo scrivere:

Ga = [_jl[na

dove {I,} e una successione di intervalli aperti:

I, ={(u,v) | ap < u < by, c, <v<dy}.
Percio:
{z|an < fx) <bu} =A{z| f(z) >an} N {z | f(z) <bn}

¢ misurabile. Ne segue che anche l'insieme:

{z [ (f(2),9(x)) € I} ={x [ an < f(z) <bu} N {z [ cn < g(x) < dn}

¢ misurabile. Quindi lo stesso e vero di:
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{w | h(z) > a} = {z | (f(x), g(x)) € Gu} = | {z | (f(2).9(2)) € L)}

Riassumendo, possiamo dire che tutte le operazioni ordinarie di analisi,
incluse le operazioni di limite, quando applicate a funzioni misurabili, danno
funzioni misurabili.

FUNZIONI SEMPLICI:

2.19 Definizione:

Sia s una funzione a valori reali definita su X. Se 'immagine di s ¢ finita,
possiamo dire che s € una funzione semplice.

Sia £ C X, e ponendo:

) Kelo) = 2

Kg & chiamata la funzione caratteristica di E.
Supponiamo che 'immagine di s consista nei numeri distinti ¢y, ..., ¢,.

Sia:

Ei = {,T | 8(.1') - Ci} (Z = 17 ,TL)
Allora:

(49) S = ZCiKEi7
n=1

cioe, ogni funzione semplice e la combinazione lineare di funzioni carat-
teristiche. E’ chiaro che s ¢ misurabile se e solo se gli insiemi FEy, ..., F, sono
misurabili.

E’ interessante che ogni funzione puo essere approssimata con funzioni
semplici.

2.20 Teorema:

Sia f una funzione reale su X. Allora esiste una successione {s,} di
funzioni semplici cosi che s,(z) — f(x) per n — oo, Vo € X. Se f &
misurabile, {s,} puo essere scelta come una successione di funzioni misurabili.
Se f >0, {s,} puo essere scelta come una successione monotona crescente.
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Dimostrazione:
Se f > 0, definiamo:

1 —1 1
< < =

pern=1,23, ... 1=1,2,...,n2"
Poniamo:

(50) s = ) _ on't o K+ 1K,
=1

Nel caso generale, sia f = f* — f~, e applico la precedente costruzio-
ne a f* ea f~. Sinoti che la successione {s,} data da (50) converge
uniformemente a f se f e limitata.

INTEGRAZIONE

Definiamo l'integrazione su uno spazio misurabile X, nel quale M e la
o-algebra di insiemi misurabili, e v € la misura. Se si volesse visualizzare
una situazione piu concreta si puo pensare che X sia la retta reale, o un
intervallo, e v sia la misura di Lebesgue m.

2.21 Definizione:
Supponiamo che la funzione semplice:

(51) s(x) = ZCZKE(IL’) (x e X, >0)

sia misurabile, e supponiamo F € M.
Definiamo:

(52) In(s) = > cv(ENE).
i=1
Se f € misurabile e non negativa, definiamo

(53) /E f dv = sup In(s).

dove il sup e preso su tutte le funzioni semplici misurabili s tali che
0<s< f.
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I membro sinistro di (53) & chiamato integrale di Lebesgue di f,
rispetto alla misura v, sull’insieme FE.

Si noti che l'integrale puo anche avere valore 4o00.

E’ facile verificare che:

(54) / s dv = Ip(s)
E
per ogni funzione semplice misurabile non negativa s.

2.22 Definizione:
Sia f misurabile, e consideriamo i due integrali:

(55) /E £ dv, [E Fdv,

dove f* e f~ sono definite come in (47).
Se almeno uno degli integrali (55) e finito, definiamo:

(56)/Efdy:/Ef+dy—/Ef‘dy.

Se entrambi gli integrali (55) sono finiti, allora (56) & finito, e diciamo
che f ¢ integrabile su E secondo Lebesgue rispetto a pu; scriviamo f € £(u)
su F.

Se p = m, la notazione solitamente usata ¢: f € £ su E.

La nostra terminologia puo fare confusione. Se (56) ¢ 400 0 —o0, allora
I'integrale di f su F & definito, ma f non ¢ integrabile: f e integrabile su F
se e solo se il suo integrale su E' e finito.

Osservazioni:

Le seguenti proprieta sono evidenti:

(a) Se f € misurabile e limitata su F, e se v(F) < 400, allora f € L(v)
su .

(b) Sea < f(x) < bperz e E, ev(E) < +oo,allora av(E) < [, f dv <
bv(E)

(c)Se fege L(v)suE, ese f(x) < g(z) per x € E, allora [, f dv <
Jzgdv

(d) Se f € L(v) su E, allora ¢f € L(v) su E, Ve costante, e [, ¢ [ dv =
¢ [y fdv

(e) Se v(E) =0, e f & misurabile, allora [, f dv =0

(f)Se fe Lv)su B, Ae M,e AC E, allora f € L(v) su A.
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2.24 Teorema:

(a) Supponiamo che f sia misurabile e non negativa su X. Per A € M,
definiamo:

(57)

B(A) = /Af dv.

Allora @ ¢ numerabilmente additiva su M.
(b) La stessa conclusione vale se f € L(v) su X.

Dimostrazione:
E’ chiaro che (b) segue da (a) scrivendo f = f* — f~ e applicando (a) a
ft ea f~. Per provare (a), dobbiamo mostrare che:

(58)
P(A) = Z ®(A,)

se A, e M(n=1,2,3,...), AinA;=0peri#j,e A= ] An.
Se f e una funzione caratteristica, allora la numerabilita additiva di ®
viene dalla numerabilita additiva di v, quindi:

/KEdV:V(AﬂE)
A

Se f & semplice, allora f & della forma (51), e la conclusione vale ancora.
Nel caso generale, abbiamo, per ogni funzione semplice misurabile s cosi
che 0 <s< f,

/sdu:i/ sdygifb(An)
A n=1 n n=1

Quindi, da (53),
(59)

B(A) < i@(An)

Ora se ®(A,,) = 400 per un certo n. (58) ¢ ovvia, percio ®(A) > ®(A,,).

Supponiamo ®(A,,) < +oo per ogni n.

Dato € > 0, possiamo scegliere una funzione semplice s cosi che 0 < s < f|
e cosl che

(60)
/ sdv > fdv—e,
A Ay



CAPITOLO 2. LA TEORIA DI LEBESGUE 42

/sdyz fdv—e
A2 A2

Quindi

B(A; U A) 2/

sdl/:/ sdl/—i—/ sdv > D(A;) + P(As) — 2e,
A1UAs A1 Ao

cosl che

D(A; U Ag) > B(A;) + D(Ay)

Ne segue che abbiamo, per ogni n,
(61)
DA U..UA,) > O(A)) +... + O(A,).

Poiché A D A; U...UA,, (61) implica:
(62)
O(4) > ) B(An),
n=1
e (58) segue da (59) e (62).

Corollario:
Se Ae M, BC Aev(A— B) =0, allora:

| rav=| ra

Poiché A = BU (A — B), questo segue dall’osservazione 11.23(e).

2.25 Osservazioni:
Il precedente corollario mostra che gli insiemi di misura 0 sono trascurabili
nell’integrazione. Scriviamo f ~ g su F se I'insieme

{o| f(z) #g(@)}NE
ha misura 0.
Allora f ~ f; f ~ g implica g ~ f; e f ~ g, g ~ h implica f ~ h. Cioe,
la relazione ~ ¢ una relazione d’equivalenza.
Se f ~ g su E, chiaramente abbiamo:

/Ade:/Agdy,
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purche gli integrali esistano, per ogni sottoinsieme misurabile A di F.
Se una proprieta P vale Vo € E — A, e se v(A) = 0, & consuetudine dire
che P vale per quasi tutti gli z € F, o che P vale quasi ovunque su E.

2.26 Teorema:
Se fe€ L(v)su E, allora | f |€ L(v) su E, e

(63)
[ravis [ 151 a
E E
Dimostrazione:

Scriviamo F = AU B, dove f(z) > 0su Ae f(z) < 0su B. Con il
teorema 2.24,

/E|f\ dy:/A|f| du+/B|f| dV:Af+du+/]3f‘du<+m,

cosi che | f|€ L(v). Poiché f < | f|e —f <| f|, vediamo che:

/Efdué/Elf\ av —/Efdvé/Elfl v,

e (63) segue.

Poiché l'integrabilita di f implica 'integrabilita di | f |, U'integrale di
Lebesgue e spesso chiamato un integrale assolutamente convergente. E’
naturalmente possibile definire integrali convergenti ma non assolutamente
convergenti.

Questi integrali pero mancano di alcune utili proprieta degli integrali di
Lebesgue e svolgono un ruolo meno importante in analisi.

2.27 Teorema:
Supponiamo f misurabile su E, | f |< g, e g € L(r) su E. Allora
feL(v)sukE.

Dimostrazione:
Abbiamo [T <ge f~ <g.
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2.28 Teorema della convergenza monotona di Beppo-Levi:
Supponiamo F € M. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili
cosl che:
(64)
0< fi(z) < folz) < ...(ze€E)

Sia f definita da:
(65)
f(z) = sup fu(z) (x € F)

con n — oo. Allora:

(66)
/fndy—>/fdy (n — o0)
E E
Dimostrazione:
Con (64) ¢ evidente che, con n tendente a infinito,
(67)

/fndl/—>0z
E

per un certo «; e poiché [ f, < [ f, abbiamo:

(68)
agéfw.

Scegliamo ¢ cosi che 0 < ¢ < 1, e sia s una funzione semplice misurabile
tale che 0 < s < f. Posto:

E,={z]| fu(z) > cs(x)} (n=1,2,3,...)
Con (64), By C Ey C E3 C ...; e con (65),

(69)
E=|]JE,
n=1
Per ogni n,
(70)

/fndyz fndl/Zc/ s dv.
E En n

Facciamo il limite per n — oo in (70). Poiché I'integrale ¢ una funzione
di insieme numerabilmente additiva (per il teorema 2.24), (69) mostra che
possiamo applicare il teorema 2.3 all’ultimo integrale in (70), e otteniamo:
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aZc/st
E

Facendo tendere ¢ — 1, si vede che:

az/sdy
E

o> / fdv.
E
Il teorema segue da (67), (68) e (72)

(71)

e (53) implica:
(72)

2.29 Teorema:
Supponiamo f = f; + fo, dove f; € L(v) su E con i = 1,2. Allora

feL(v)suk, e
/de:/fldV+/f2dV.
E E E
Dimostrazione:

(73)

Prima cosa, supponiamo che f; > 0, f; > 0. Se f; e fs sono semplici,
(73) segue banalmente da (52) e (54). Altrimenti, scelgo successioni mono-
tone crescenti {s]}, {s’} di funzioni semplici misurabili non negative che
convergono a f1, fo. Il teorema 2.20 mostra che cio e possibile. Ponendo

Sp = s + 5. Allora:
/sndl/:/s;dy—l—/sgdu,
E E E

e (73) segue per n tendente a infinito e appellandosi al teorema 2.28.
Supponiamo poi che f; > 0, fo < 0. Poniamo:

A={z|flz) 20},  B=A{x]f(x) <0}

Allora f, f1, —f2 sono non negativi su A. Quindi:

(74)
/Af1du:/Afdqu/A(—fz)du:/Afdu—/Adez/

Allo stesso modo, — f, fi, — fo sono non negativi su B, cosi che:
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[ryiv= [ fave [ pa
/ﬁw_/fW—/ﬁw

e (73) segue se aggiungiamo (74) e (75).

Nel caso generale, E puo essere decomposto in quattro insiemi FE; su
cui ciascuno fi(x) e fo(z) sono di segno costante. I due casi che abbiamo
dimostrato finora implicano:

/de:/fldV—l—/fg;dl/ (1=1,2,3,4)

e (73) segue aggiungendo queste quattro equazioni. Siamo ora in una
posizione per poter riformulare il teorema 2.28 utilizzando il concetto di
serie.

(75)

2.30 Teorema:
Supponiamo E € M. Se {f,} € una successione di funzioni misurabili
non negative e:

(76)
=> fulz) (zeE)
n=1
allora
fdv= / fn dv.
fra=% ]
Dimostrazione:

Le somme parziali di (76) formano una successione monotona crescente.

2.31 Teorema di Fatou:
Supponiamo E € M. Se {f,} ¢ una successione di funzioni misurabili
non negative e:

f(z) = lim inf f,(2) (x € E),

n—oo

allora:
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(77)
/fdy < lim inf /fn dv.
E n—oo E

Dimostrazione:
Pern=1,2,3,... e x € E, ponendo:

gn(z) = inf fi(z) (x >mn)

Allora g, e misurabile su E, e

(78) 0 < g1(x) < go(x) < ...
(79) gn(z) < fu(z)

(80) gn(z) — flz)  (n — 0)
Con (78), (80) e il teorema 2.28,

(81) /Egndu—>/Efdy,

cosi che (77) segue da (79) e (81).

2.32 Teorema della convergenza dominata di Lebesgue:
Supponiamo E € M. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili tali
che:

(82) ful(z) — f(z) (v € E)

con n — 00. Se esiste una funzione g € L(v) su E, tale che:

(83) | fulx) |< g(x) (n=1,2,3,..,x € E),

allora:

n—oo

li dv = dv.
(84) lim Efn v /Ef v

A causa di (83), {f.} & detto essere dominato da g, e si parla di conver-
genza dominata. Con l'osservazione 2.25, la conclusione & la stessa se (82)
vale quasi ovunque su F.



CAPITOLO 2. LA TEORIA DI LEBESGUE 48

Dimostrazione:
Per prima cosa, (83) e il teorema 2.27 implicano che f,, € L(v) e f € L(v)
su .

Poiché f, + g > 0, il teorema di Fatou mostra che:

/(f+g)d1/§ lim inf/(fn—l—g)du
E e E

(85) [ fdv < lim fn dv.
E

n—oo

Poiché g — f,, > 0, vediamo similarmente che

/(g—f) dv < lim [ (g — fn) dv,
E n—oo JE

cosli che:

—/ fdv <lim lim inf[—/ fn dv],
E nmee E
che ¢ lo stesso di
(86) [ fdv > lim Sup/ f dv.
E n—oo
L’esistenza del limite in (84) e I'equazione in (84) seguono da (85) e (86).
Corollario:

Se v(E) < 400, {fn} € uniformemente limitata su E, e f,(x) — f(z)
su E, allora (84) vale.



Capitolo 3

Confronto integrale Riemann e
integrale Lebesgue

Il prossimo teorema mostra che ogni funzione limitata che ¢ integrabile se-
condo Riemann su un intervallo chiuso e limitato e anche integrabile secondo
Lebesgue, e che le funzioni integrabili secondo Riemann sono soggette a delle
condizioni rigorose di continuita.

Oltre al fatto che la teoria di Lebesgue ci permette di integrare una classe
molto pit ampia di funzioni, il vantaggio piu grande si trova nella facilita
con cui i passaggi al limite possono essere effettuati.

Sia X lo spazio di misura dell'intervallo [a, b] sulla retta reale, con v = m
(la misura di Lebesgue), e M la famiglia di sottoinsiemi misurabili secondo
Lebesgue su [a, b].

Invece di:

¢ consueto scrivere:

per 'integrale di Lebesgue di f su [a,b]. Per distinguere gli integrali di
Riemann da quelli di Lebesgue, ora denoteremo questi ultimi con:

R/abfd:z:.

49
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3.1 Teorema:
Se f € R su [a,b], allora f € L su [a,b], e

(87) /abfdx:R/abfdx

Inoltre, f € R su [a, b] se e solo se f & continua quasi ovunque su |a, b].

Dimostrazione:

Per la definizione 1.1 e il teorema 1.4 esiste una successione { P} di par-
tizioni di [a, b], cosi che Py, & un raffinamento di Py. Quindi la distanza tra
punti adiacenti di P, ¢ minore di %, e cosi che:

(88) Jim L(P ) =R [ 1 ds

lim U(P, f) = R/f da.

In questa dimostrazione tutti gli integrali sono presi su [a, b]
Se P, = {xg,x1,..., 2} con xy =0, x, = b, definiamo:

Ur(a) = Li(a) = f(a);
Messo Uy(x) =m; e Lg(z) =m;perz; 1 <x <z, el <i<n.
Allora:

89) LPe )= [ Lode URf) = [ U ds

(90) Li(z) < Lo(z) < ... < f(x) < ... < Us(z) < Up(x)

per tutti gliz € [a, b], poiché Pyq raffina P.
Per (90), esistono:

(91) L(x) = Jim Li(x),  U(x) = lim Ui(x)

Osservare che L e U sono funzioni misurabili limitate su [a, b], e che:

(92) L(z) < f(2) U(x)  (a<z<b)

(93) /L dx = R7f d

e che:
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/de_R/fm

con (88), (90), e il teorema della convergenza monotona.

Finora, niente e stato presupposto su f tranne che f sia una funzione
reale limitata su [a,b]. Per completare la dimostrazione, si deve notare che
f € R se e solo se il suo integrale superiore e il suo integrale inferiore secondo
Riemann sono uguali, quindi se e solo se:

@@/LM:/UM

poiché L < U, (94) vale se e solo se L(x) = U(x) per quasi tutti x € |[a, b].
In questo caso, (92) implica che:

(95) L(z) = f(z) = U(x)

quasi ovunque su [a,b], cosi che f ¢ misurabile, e (87) segue da (93) e
(95).

Ancora, se x non appartiene a nessun P, e abbastanza facile vedere che
U(x) = L(z) se e solo se f ¢ continua su x.

Poiché I'unione degli insiemi Pj, ¢ numerabile, la sua misura ¢ 0, e conclu-
diamo che f & continua quasi ovunque su [a, b] se e solo se L(x) = U(z) quasi
ovunque, quindi (come abbiamo visto sopra) se e solo se f € R. Questo
completa la dimostrazione.

La connessione familiare tra integrazione e differenziazione e in larga
misura estendibile alla Teoria di Lebesgue. Se f € L su [a, ], e:

9) Fa) = [ fat (@<a <)

allora F'(x) = f(x) quasi ovunque su [a, b].
Viceversa, se F' & differenziabile su ogni punto di [a,b] ('quasi ovunque’
non ¢ abbastanza quil) e se F' € L su [a, ], allora:

F(x)—F(a):/xF’(t) (a <z <D).

Osservazione:
Nel caso degli integrali impropri non e sempre vero che una funzione inte-
grabile secondo Riemann e anche integrabile secondo Lebesgue. Per esempio

sinz

consideriamo la funzione f(r) = *2% in [1, +-00). Secondo Riemann abbiamo:
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dr ;= lim dz

T ging M gin x
1 X M—+oo Jq €T

e questo limite esiste ed e finito, come e possibile verificare integrando
per parti e applicando il criterio del confronto, ma:

+00 :
sin x
/ | | dz = +o00
1 x

Allora esiste I'integrale di Riemann (improprio) ma non esiste l'integrale
di Lebesgue. Invece, seu : [1,+00) — R ¢ assolutamente integrabile nel senso
di Riemann, alora ¢ integrabile secondo Lebesgue (con lo stesso integrale).
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Presentazioni alternative
dell’integrale di Riemann

Vediamo altri due modi elementari di introdurre I'integrale, entrambi equiva-
lenti all’integrale di Riemann. Si trovano abbastanza spesso sui testi, perché
particolarmente semplici e naturali.

L’integrale alla Cauchy:

4.1 Definizione:

Dato un intervallo chiuso e limitato [a,b] di R, data f : [a,b] — R.
Sia data una partizione P di [a,b], cioe {zq,...,z,}. Sia data la n-pla E =
{&,...,&.}, con & € [x;_q,x;], peri € [1,...,n].

Si definisce somma di Cauchy associata a P e E:

S(PE,f)= Zf(fi)(f’?i — Ti1)

93
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4.2 Definizione:

Si dice che una funzione f e integrabile alla Cauchy se il limite delle
somme di Cauchy, al tendere a zero della lunghezza degli intervallini della
partizione esiste e non dipende ne dalla particolare scelta delle partizioni, ne
dalla scelta dei punti &;.

Nel primo capitolo abbiamo visto che per definizione

f ¢ integrabile secondo Riemann su [a, b] se e solo se:

inf U(P, f) = sup L(P, f)

4.4 Teorema:
Una funzione f limitata ¢ integrabile secondo Riemann se e solo se ¢
integrabile alla Cauchy, e i due integrali sono uguali.

Dimostrazione:
Sia f integrabile secondo Riemann. Se S(P, E, f) ¢ una somma di Cauchy
si ha:

L(P,f) <S(P.E, f) <U(P, )

Passando al sup a sinistra e all’inf a destra, otteniamo che la funzione e
integrabile alla Cauchy, e che 'integrale di Cauchy coincide con l'integrale di
Riemann.

Per il viceversa basta far vedere che, data una qualunque partizione P di
[a,b] e dato e > 0, esiste una somma di Cauchy S(P, E, f) tale che:
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(*) S(PaEvf)ZU(P7f)_5

se questo ¢ vero, avremo che 'integrale di Riemann superiore di f coincide

con l'integrale di Cauchy.
Per dimostrare (*), sia P = {a = xy < 71 < ... < z,, = b} la partizione.
Nell'intervallo [z;, z;11], basta prendere &; tale che:

[z, 1]

per avere (*).
In maniera analoga si ottiene che l'integrale inferiore di Riemann coincide

con l'integrale di Cauchy.

Integrale di Riemann con partizioni in n intervalli uguali

<R
, e
X
I A
— ! S [‘*-..._- e - h-E \!
o SRRy
L =X 1L e =
Q NSNS M
e R
SN

]
f/

4.5 Definizione:

Sia @, b un intervallo. Sia P, una partizione di [a, b] che divide I'intevallo
[a,b] in n parti uguali di lunghezza =2

n "

4.6 Teorema:
Una funzione f limitata ¢ integrabile secondo Riemann se e solo se:

lim U(P,, f)= lim L(P,,f)

n—-+00 n—-+00
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Dimostrazione:

Evidentemente, se f e integrabile secondo Riemann lo sara anche in que-
sto nuovo senso. Viceversa, si deve dimostrare che non e restrittivo pren-
dere partizioni in parti uguali piuttosto che prendere intervalli di lunghezza
qualsiasi.

Sia [a,b] un intervallo, sia P, = {zg = a < 7y < ... < z,, = b} una
partizione di [a, b] in parti uguali di lunghezza b_T“

Per ipotesi abbiamo:

lim U(f,P,) = lim L(f.P,)

n—-+00

Dobbiamo mostrare che si ha:

Tf(a:) dx = £f(x) dx

Quindi basta far vedere che:

b
(x) lim U(f,P,) < / f(x) dx

n—-4o00

(perché evidentemente lim,, o, U(P,, f) > f
e che:

() nl_1)rJ£100L f, P) /f

Dimostriamo (*). La (**) si dimostra in modo analogo.

Sia P una partizione qualunque di [a,b], U(f, P) sia la corrispondente
somma superiore.

Faccio vedere che Ve > 0 dn > 0 tale che:

U(f, P) SU(f,P)+e
Intanto f ¢ limitata, cioe 3M tale che | f |< M.
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J
o P con 4
4 ek 4
w3 N PR T | Ml.KLﬂM/\}fﬂf O

J

Si vede facilmente dalla figura che I'errore che si commette sostituendo
U(P, f) con U(P,, f) é:

(b_T“M)k — 0 per n — 400

dove k ¢ il numero di punti della partizione P e supponiamo n abbastanza
grande, in modo che in ogni intervallino della partizione P, cada al piu un
punto della partizione P. In tutti gli intervallini di P, che non contengono
punti di P, I'estremo superiore di f sara piu basso di quello originale. Negli
altri k£ intervallini, I’addendo della somma superiore di Riemann e al piu
beapy,

Quindi a patto di prendere n abbastanza grande, I’errore € minore di €. Se
ne deduce che prendere una partizione con intervalli non di uguale lunghezza
o intervalli di lunghezza uguale e in realta la stessa cosa. Segue che 'integrale
di Riemann e l'integrale di Riemann con partizioni su n intervalli uguali, se
esistono, sono uguali.
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Cenni storici

Alle origini del calcolo integrale sta il metodo di esaustione della matemati-
ca greca. Questo metodo fu usato con successo da Archimede per il calcolo
dell’area del segmento parabolico e del cerchio: in una certo senso, l'idea e
simile a quella dell’integrale di Riemann in quanto la superficie curvilinea
viene approssimata, da dentro e da fuori, con dei poligoni. Questa idea dei
‘geometrici’ dell’integrale si perse un po all’inizio degli studi sul calcolo infi-
nitesimale: nel 1742, Johann Bernoulli defini I'integrazione come operazione
inversa della derivazione. Per tutto il Settecento la sua definizione fu accet-
tata nonostante presupponga la continuita della funzione integrante. Essa
inizio a mostrare tutte le sue lacune dal momento in cui Fourier studiando
le serie trigonometriche si trovo a dover integrare delle funzioni discontinue,
come ad esempio la funzione che vale 1 nell’intervallo[0, 1] e 0 altrove, fun-
zioni che chiaramente non potevano essere derivate di qualcosa. Quindi per
definire l'integrale di queste funzioni Fourier torno al vecchio concetto di
area.

In seguito Cauchy, stimolato dagli studi di Fourier, rivide la definizione
di integrale in termini di primitive e la sostitui, stavolta in modo rigoroso,
con una sua definizione di integrale indipendente dalla derivata.

L’integrale e introdotto in maniera indipendente dalla derivata, salvo poi
confrontare le due operazioni, riprendendo con cio un punto di vista in un
certo senso piu simile alle idee sulla misura delle figure che si erano sviluppate
con Cavalieri e i suoi seguaci e che, accantonate con 'affermarsi del calcolo
infinitesimale, erano state riprese da Fourier.

La nuova definizione di Cauchy presentava ancora vari aspetti non soddi-
sfacenti, sui quali si svilupperanno successivamente delle critiche. Tra questi,
la mancanza di una chiara distinzione fra continuita e uniforme continuita,
oggetto in seguito di studi da parte di Weierstrass e la mancanza di una de-

o8
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finizione rigorosa dei numeri reali, senza la quale I'esistenza del limite delle
somme non puo essere dimostrata.

Un inconveniente particolarmente grave era poi il fatto che questa defini-
zione di integrale valesse solo per le funzioni continue o al pit1 con un numero
finito di punti di discontinuita, una limitazione che ne restringeva 1'uso.

Il tentativo di sviluppare in serie trigonometriche funzioni sempre piu
generali portava immediatamente con se l'esigenza di estendere l'integrale
a queste funzioni. I progressi che si verificarono durante 1’Ottocento nella
teoria dell’integrazione furono per la maggior parte legati allo studio delle
serie di Fourier.

Lejeune-Dirichlet nell’'ultima parte della sua memoria del 1829 sulle serie
di Fourier, si pose il problema dell’integrabilita delle funzioni con un numero
infinito di punti di discontinuita. Dopo aver dato una dimostrazione del-
I'integrabilita delle funzioni continue, Dirichlet afferma che I'integrabilita di
una funzione con infinite discontinuita dipende dalla topologia dell’insieme
dei suoi punti di discontinuita. L’insieme delle discontinuita ammissibili de-
ve esere tale che la sua chiusura non abbia punti interni. A sostegno della
sua affermazione, che si rivelera in seguito errata, porto il celebre esempio
della funzione che porta il suo nome, cioe la funzione f(z) che vale 1 se x ¢
razionale e 0 se x e irrazionale, dicendo che si trattava di una funzione non
integrabile.

Bernhard Riemann nella sua tesi di abilitazione alla libera docenza scrit-
ta nel 1854 diede una nuova definizione di integrale che si adatta a molte
funzioni continue o discontinue anche in infiniti punti. Riemann introduce
una generalizzazione delle somme di Cauchy prendendo in ogni intervallo il
valore della funzione f(x) non nel estremo, come aveva fatto Cauchy, ma in
un punto qualsiasi dell’intervallo. Questa non sarebbe una grande innova-
zione; quello che e importante e il cambiamento del punto di vista. Mentra
Cauchy si era limitato alle funzioni continue in modo da poter dimostrare
la convergenza delle somme, Riemann prende questa convergenza come de-
finizione dell’integrabilita di una funzione: la funzione f(z), non importa
se continua o meno, ¢ integrabile se quando 'ampiezza degli intervalli della
divisione tende a zero le somme di Cauchy hanno un limite finito.

In questo modo, il problema diventa non di dimostrare la convergenza
delle somme sotto opportune ipotesi, ma di trovare delle condizioni che assi-
curino l'integrabilita di una funzione, in modo da caratterizzare le funzioni
integrabili.

La pubblicazione della memoria di Riemann diede origine a una serie di
studi che portarono a sviluppi in varie direzioni: da una parte la precisazione
di concetti topologici e delle proprieta della retta, che condussero Cantor a



CAPITOLO 5. CENNI STORICI 60

fondare la teoria degli insiemi, dall’altra la costruzione di una teoria della
misura che porto alla teoria di Lebesgue.

Lebesgue combina le idee di Peano e Jordan con quelle di Borel. Dato un
insieme limitato F, egli ne definisce la misura esterna come avevano gia fatto
in precedenza Peano e Jordan, cioe come 'estremo inferiore delle misure dei
pluri-intervalli che contengono E, ma a differenza di Peano e Jordan, per
Lebesgue i pluri-intervalli sono costituiti non da un numero finito, ma da
un’infinita numerabile di intervalli aperti. La loro misura e la somma delle
misure dei singoli intervalli.

Una volta definita la misura esterna di un insieme, la misura interna sara
definita in termini della misura esterna del suo complementare. Un insieme
sara misurabile (secondo Lebesgue) se la sua misura interna e quella esterna
coincidono.

La misura di Lebesgue rispetto a quella di Peano-Jordan ha il vantaggio di
una maggiore duttilita e generalita. Il contributo pitt importante di Lebesgue
e tuttavia l'applicazione di queste idee alla teoria dell’integrazione. Sulla
differenza tra la sua definzione di integrale e quella di Riemann, Lebesgue
stesso si sofferma nel suo articolo divulgativo (Sugli sviluppi della nozione
di integrale). Riemann aveva approssimato dal basso e dall’alto le funzioni
da integrare mediante delle funzioni a scala. Lebesgue fa lo stesso, ma le
basi dei gradini della scala non sono intervalli come per Riemann, ma insiemi
misurabili secondo la defizione che abbiamo visto nel secondo capitolo.

Uno dei risultati dell’introduzione della misura di Lebesgue e la soluzione
del problema dell’integrabilita che aveva dato inizio allo studio della misura
degli insiemi: una funzione f e integrabile secondo Riemann se e solo se
I'insieme dei suoi punti di discontinuita (nel senso di Lebesgue), ha misura 0
(teorema di Vitali).

Con la teoria di Lebesgue pero la misura non e pit usata per caratterizzare
le discontinuita delle funzioni integrabili secondo Riemann, ma per ampliare
la classe delle funzioni integrabili. L’utilizzo di una misura numerabilmente
additiva, oltre a rendere misurabili un gran numero di insiemi, porta con
se analoghe proprieta per l'integrale. Queso porta a godere di proprieta
piu efficienti come quelle del passaggio al limite sotto il segno di integrale,
una delle pietre angolari della teoria e strumento molto potente in numerose
applicazioni.
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